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摘要 : 本 文通 过 引入 一 些 新 的 几何 概念 和 方法 ,试图 证 明 微 分 几何 学 
中 的 一 个 经 典 公开 问题 unfolding. 


关键 词 : Y RA; 凸 多 边 形 


问 题 来 源 和 一 些 几 何 概念 Sigialsia.6: Goole distal are'avaseisie sigue ER E ee 4 
定理 的 证 明 Se dn E O ee do a re nd ee 5 
、 参考 文献 ed ed dd elevates 20 


ee a P SO eee eee 4 


曲线 的 拆 解 (Unfolding Curve) 
1. 问题 来 源 和 一 些 几 何 概念 

命题 描述 
文献 [1] 中 提出 了 如 下 的 公开 问题 : 任意 Jordan 曲线 上 是 否 存在 一 种 
运动 ,使 得 在 任意 时 刻 曲线 上 的 任意 两 点 间 的 距离 不 减 , 弧 长 不 变 . 且 
最 终 成 为 一 个 凸 的 Jordan 曲线 。 
对 于 该 公开 问题 ， 有 一 些 初 步 的 讨论 ( 见 [2] 和 [3])。 本 文通 过 引入 
一 些 新 的 儿 何 概念 和 方法 ， 试 图 证 明 这 个 公开 问题 。 
本 文 分 成 以 下 儿 部 分 
1 证 明 对 任意 非 凸 多 边 形 存 在 一 个 运动 ,使 得 在 任意 时 刻 曲 线 上 的 任 
意 两 点 间 的 距离 不 减 ,任意 边 的 边 长 不 变 。 
2 证 明 1 的 运动 最 终 能 使 得 在 有 限时 间 内 能 使 原 曲 线 演变 成 凸 的 多 
边 形 。 
3 取 一 列 Jordan 曲线 的 闭合 运动 闭 集 ,证 明 这 些 运 动 闭 集 的 无 限 交 非 


空 , 且 满 足 命题 描述 。 
在 非特 殊 声明 ,本 文 后 文 均 使 用 以 下 名 词 会 义 : 
多 边 形 


本 文 所 指 的 多 边 形 为 通常 意义 下 的 多 边 形 且 满 足以 下 条 件 
(1)， 边 数 大 于 3 小 于 无 穷 ， 任 何 边线 段 长 度 不 为 0。 

(2)， 顺 次 连接 多 边 形 顶 点 时 不 穿 过 已 连接 的 边 

3)， 人 允许 不 同 的 项 点 重合 ， 但 仍 看 作 多 个 顶点 ， 人 允许 顶点 在 男 
一 条 线段 上 。 


(4)， 角 度 计 算 为 [0,180) 。 所 有 顶 角 不 能 为 180”， 可 以 为 0”。 
多 边 形 的 运动 

本 文 所 指 的 多 边 形 的 运动 是 指 在 保持 项 点 和 线段 的 关系 不 变 ， 所 
有 边 长 不 变 ， 只 改变 角度 的 运动 。 
ria, PVR 

凸 顶点 是 指 内 部 方 网 角 小 于 180° 。 

止 顶点 是 指 外 部 方向 角 小 于 180° 。 


Y 类 图 
只 有 3 个 凸 顶点 的 多 边 形 。 特 别 的 ， 三 角形 是 了 类 图 。 


好 顶点 
当 一 个 顶点 同时 属于 多 个 多 边 形 时 ， 存 在 一 条 过 此 顶点 的 直线 ， 
使 得 所 有 从 此 顶点 引出 的 线段 均 在 此 直线 的 一 侧 〈 严 格 ， 即 不 多 
许 线段 在 此 直线 内 )。 
好 项 点 的 意义 在 于 其 中 的 所 有 角 在 运动 中 可 同时 增 大 。 


2. 定理 的 证 明 
引 理 1. Y 类 图 形 所 有 四 顶点 角度 不 减 ， 则 所 有 顶点 角度 不 减 。 


首先 讨论 下 图 所 示 的 凸 多边形 


A 


多 1 
不 妨 设 5S,,, >O, 


AD’ + DC? —2ADx DC xcos ZD = AB’ + BC’ —2ABx BCxcos ZB 
dcosZB _ADxDC 

dcosZD ABxBC 

Sape _ sin ZDx ADx DC _ sinZD | dcosZB_dZB 


= = 一 一 xx 一 一 = 一 一. 1 
Sage sin ZBx ABx BC ~ sin ZB od ~ dZD © 


同 理 : 


AD? + AB? —2ADx ABxcos ZA = DC? + BC? —-2DC x BC x cos ZC 


ZD= ZA+ZB+ZC 
dZA „42B „42C 
Y JZD dZD — 


由 (1),(2),(3) 可 得 


dAA _ Scos >0 dLB _ Save „o, 12C _ Say 


> } >0 
dZD Spe dZD Sige dZD Spe 


因此 当 角 DD 增加 时 , 角 B,C 增加 , 角 A DRE ADB 面积 不 为 0 则 严格 
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增 )。 
当 有 多 个 四 项 点 时 (如 图 2) 


2 
HH = nA EY BET EB B-Boy A 
今 
LA = f (ZB, ZD, ZE, LG)...(4) 
对 (4) 做 全 微分 ,得 到 
dZA= Sær g yp y Sor gyp dE + Ser d/o 


因此 引 理 得 证 
引 理 2.Y 类 图 形 所 有 四 顶 点 角度 不 减 ， 则 任 两 点 距离 不 减 。 


图 3 
以 凸 顶点 为 界 将 Y 类 图 分 为 3 段 折线 段 , 属 同一 折线 段 上 的 任 两 点 中 
离 显然 增加 


如 图 3 以 plp3 为 参照 系 ， 现 只 增加 ql 一 个 凹 角 的 角度 ， 保 持 其 余 
凹 角度 数 不 变 ，qlp2 段 折线 的 所 有 点 运动 均 以 O 为 瞬 心 ( 即 qlp2 折 
线段 作为 一 个 刚体 在 当前 时 刻 运 动 为 围绕 O 点 作 旋转 。)， 以 qlp2 Fe 
折线 上 的 任意 一 点 m 为 例 ， 

m 与 直线 plp3 位 于 直线 p2p3 同一 侧 


=> 
m 运动 方向 与 折线 段 plp3 一 定位 于 直线 mo 的 两 侧 。 而 m 的 运动 方 
向 是 远离 直线 mo 另 一 侧 的 点 的 Cm 与 在 mo 上 的 点 距离 变化 率 为 0)， 
因此 折线 段 qlp2 与 折线 段 plp3 的 任 两 点 距离 不 减 。 

仿照 引 理 1 的 第 2 部 分 证 明 可 知 , 任 两 点 的 距离 由 所 有 四 角度 数 完全 
确定 , 因此 全 微分 后 距离 变化 率 可 以 表示 成 所 有 凹 角 变化 率 的 线性 组 
合 ， 且 每 项 均 大 于 0， 因此 引 理 得 证 。 


引 理 3. 


如 果 一 个 图 O 边界 为 一 多 边 形 ， 且 能 划分 成 n 个 (n>DY 类 图 ， 且 所 
有 内 部 及 边界 的 顶点 均 是 好 顶点 ( 见 定义 5) 则 这 个 图 满足 下 列 4 个 
引 理 : 

3.1. 对 O 中 任 一 Y 类 图 X1， 必 存在 一 个 异 于 X1 的 Y 类 图 X2 使 得 
O EH X2 仍然 为 一 个 多 边 形 ,， 且 满足 其 中 两 凸 顶 点 之 间 的 折线 段 是 
O 的 边界 。 

证 明 : “4 n=2 时 命题 显然 成 立 。 

设 当 n=k 时 成 立 ， 则 当 n=k+1 时 ， 

以 XI 的 三 个 凸 顶点 为 分 割 点 ,将 XL 的 边 分 为 3 段 折 线 设 为 z1,z2,z3， 
由 于 n>1, 因此 这 三 段 折 线 必然 有 一 段 不 全 是 O 的 边界 , 因此 z1,z2,z3 
至 多 只 有 2 段 属于 O 的 边界 。 而 O 至 少 有 3 个 凸 顶点 ， 因 此 必 有 一 
段 相 邻 凸 顶点 之 间 的 折线 不 包含 z1,z2,z3 (这 里 的 不 包含 折线 zl 是 指 
不 包含 zl 的 所 有 线段 ,可 包含 部 分 zl 的 线段 ,z2,z3 类 同 )。 设 为 plp2， 
如 图 。 

必然 存在 一 两 凸 顶点 均 在 plp2 折线 上 的 Y 类 图 ( 设 为 M)。 如 图 4 
中 的 红色 : 


p2 


若 M 将 O 分 为 2 块 O1 和 0O2 (分 为 3 块 类 似 ) 则 取 其 不 含 X1 那 部 

分 〈 设 为 01)， 则 M 与 01 构成 的 多 边 形 满足 归纳 假设 ， 能 找到 不 是 

M 的 Y 类 图 满足 条 件 。 若 不 能 将 图 分 为 2 块 ， 则 该 Y 类 图 必 有 一 段 

从 p3 到 p4 的 折线 为 O 的 边界 ， 即 为 所 求 X2。 

3.2. O 的 自由 度 等 于 其 边界 四 顶点 个 数 。 

证 明 : n=1 时 命题 成 立 ， 设 n=k 时 成 立 ， 则 当 n=k+1 WF, AH 3.1 中 

的 YY 类 图 X2， 剩 余 图 设 为 02 

设 X2 有 p 个 点 在 O 的 边界 上 ，q 个 凸 顶点 在 O 内 部 , 设 r 为 O 的 自 
HBE, s 为 02 的 自由 度 。 因 为 X2 有 且 只 有 一 段 折线 的 点 在 O 边界 
《否则 与 3.1 中 不 分 离 图 形 矛 盾 )。 

故 r=stp-3 (3.2.1) 

而 X2 AR UR RARE) 恰好 对 应 一 个 02 的 四 顶点 。 

O 比较 02 新 增 p-34+q 个 凹 顶 点 ， 并 同时 将 q 个 四 顶点 包 在 内 部 。 

此 O 恰好 比 02 多 出 p-3 个 四 顶点 ， 与 (3.2.D) 计 算 的 自由 度 增 量 一 致 ， 

故 命 题 成 立 

3.3. O 的 所 有 四 点 不 减 ， 则 所 有 凸 点 不 减 。 

证 明 : n=1 时 由 引 理 1 命题 成 立 ， 设 n=k 时 成 立 ， 则 当 n=k+1 WY, 

任意 选 定 O 中 某 个 止 顶点 pl, 将 此 四 点 所 对 应 的 Y 图 看 作为 X1, 由 

3.1 可 知 ， 存 在 一 个 X2， 将 去 掉 X2 后 的 图 形 设 为 02， 现 分 类 讨论 


情形 1: X2 =A THA AT 02 中 三 个 止 角 如 图 5 


5 
每 个 角 的 变化 速度 均 用 该 角 的 符号 表示 ， 


现 证 明 当 p2p3 距离 不 变 ， 且 p2=qa,p3=qb, p1>0 时 p2>0,p3>0,p4>0 
即 可 由 归纳 假设 得 到 所 有 角 都 增 大 。 由 归纳 法 02 每 凹 角 不 减 则 上 四角 
不 减 可 得 方程 组 


4 
GE) CP ean 2 38) 
j=l 
k, 20 
ee ey 3.1 
> SIGAM 
又 由 n=1 的 情形 计算 X2 的 内 角 可 得 方程 
Re MG EE DE 
i=l 
Wy Oj 32, 3,401, 2,35 
= G ENTE 3:2 
$ m; =1......(i =1,2,3,4....8) 


将 3.1 代入 3.2 得 : 


sS 4 
Pj = (2 aB) 


中 3.3 
2 ee Om) A (J =2,3,4) 
t=] 
设 》 km, =u, (t =1,2,3,4, j = 2,3,4) 
i=l 
4 
m P; =X upe kj =2,3,4) 34 
t=1 
aki =1-k.....(k, 2 0)...(j =1,2,3,4) 


1=( Uk) th -È Lim dk, 4 nE 


t=2 i=l 


SO Oe eee (j =1,2,3,4) 


Py = U Py + Un Py F Uza P3 + Ua Pg 
(Uy) +U +U, + ky) Py = U Pi + Ugg Py +U Py + Ua Py 


(U3 +U, +k) p, = thy P; + Uyg Pa eyes 3.5.1 
同 理 

(Uz, + Uz, + ks) Ps = Uj P; PU Po tUg Paor 3.5.2 
(Uy +U + k4) pa = thP; +U Po + Usg Phoe 3.5.3 
ISALE FOO 

k, p, + k; p, + kP, = (Gig + Us + Uja) Pre 3.5.4 
3 


(u,,+k,)p, + (Uz, + k3) p, = (U + Uiz) Pi + (Ug, + Us) Pa.3.3.5 
3.5.1+3.5.3 
(3 十 后 )P + Ug, + Ky) p, = (U +ua) Py + (Us + u34) p33.5.6 
3.5.2+3.5.3 
(Uz, +k) p, + (Up + Ky) p, = (Us +444) Py + (Ws +u) p35.7 


Ai pl>0 


HH 3.5.1, 3.5.2, 3.5.3 得 p2,p3,p4 若 有 一 个 小 于 0， 则 至 少 有 2 个 小 于 


0 由 3.5.4 得 不 能 3 个 全 小 于 0。 由 3.5.5,3.5.6,3.5.7 得 不 能 有 一 个 不 小 


于 0 另 2 个 小 于 0， 因 此 p2,p3,p4 全 大 于 0, 


因此 由 归纳 法 ， 当 除 pl 点 外 所 有 O 的 凸 点 不 变 时 ， 所 有 串 顶 点 不 减 


情形 2: 4 p1 不 为 p2 或 p3 或 p4 时 ， 


可 列 出 与 情形 1 相同 的 方程 ， 仅 仅 将 茶 些 系数 变 为 了 0， 并 且 所 有 不 


等 式 依 然 成 立 。 例 如 下 图 ， 方程 3.1 中 的 局 =0 所 有 等 式 与 不 等 式 依 


情形 3: pl 即 为 bp2， 此 时 方程 约束 之 间 矛 盾 ， 因 此 需 定义 新 的 连接 点 
p2 为 如 图 


pZ BIX q3 处 的 一 个 0 度 角 ， 而 将 其 化 为 情形 2 


此 时 还 需 证 明 p2<p1 


人 < p, + P; +p, 
i=1 


Py = 94) — Ps- P, SP, + Ps + p,- P- Da = D, 
i=l 


等 号 成 立 当 且 仅 当 02 所 有 除 g 外 的 凸 顶点 不 变 。 也 即 O 的 所 有 边界 
角 不 变 。 也 即 多 边 形 总 面积 不 变 ， 而 内 部 部 分 角 增 加 使 得 内 部 任 两 点 
间距 离 增加 ， 与 总 面积 不 变 了 矛盾。 因此 等 号 不 能 取 到 ， 因 此 p, < p 
命题 得 证 。 

引 理 4. 所 有 nm 边 形 都 能 通过 添加 线段 的 方式 将 其 内 部 划分 为 数 个 Y 
类 图 。 且 所 有 顶点 都 是 好 顶点 ， 且 添加 的 约束 为 a-3 个 ，a 为 凸 顶点 
个 数 〈 即 如 引 理 3 中 的 0)。 

WEH: 设 n 边 形 的 凸 角 有 a 个 。 

对 a 做 归纳 法 ，a 不 可 能 小 于 3， 当 a=3 时 ,此 n 边 形 即 满足 条 件 ， 归 
纳 假设 当 a=k 时 成 立 ， 当 a=k+1 时 : 

将 凸 顶点 顺 边 编号 ,在 图 形 内 部 画 出 连接 1 号 与 3 号 顶点 的 最 短 折 线 。 
则 2 号 西 顶 点 和 4 号 凸 顶点 被 此 折线 分 开 。 选取 折线 中 的 能 将 2 Sh 
点 和 四 号 凸 点 分 开 的 一 段 线段 , 将 此 n 边 形 分 为 2 Hd (注意 折线 中 任 
意 两 相 邻 线段 不 平行 ,因此 不 存在 180 度 的 顶点 , 但 允许 存在 0 度 的 
顶点 。 顶 点 也 允许 重合 。 但 重合 的 顶点 同样 被 视 为 2 个 顶点 )， 这 个 
划分 保持 了 好 点 依然 是 好 点 。 并 在 划分 点 上 多 出 2 个 凸 顶点 , 但 每 份 
多 边 形 至 少 有 3 个 凸 顶点， 因此 由 归纳 法 可 知 两 个 多 边 形 可 共 添 加 
a+2-6=a-4 个 约束 ， 再 加 上 选取 的 折线 一 段 ， 共 a-3 个 约束 ， 因 此 命 


引 理 5. 所 有 的 非 凸 多 边 形 都 能 运动 ， 满 足 运 动 过 程 中 图 形 任 两 点 距 
离 不 减 。 
作 此 多 边 形 的 凸 包 , 并 且 将 凸 包 上 的 不 是 原 多 边 形 的 边界 的 一 段 线 段 


开 个 口 ， 如 图 : 


0 度 角 


将 此 凸 包 内 的 每 个 部 分 按 引 理 4 所 说 的 方法 分 为 数 个 Y 类 图 。 

由 于 一 个 顶点 如 果 从 任意 两 个 引出 的 线段 分 成 的 两 侧 看 都 是 好 顶点 
时 此 顶点 必 是 好 项 点， 因此 整个 图 是 一 个 所 有 顶点 都 是 好 顶点 的 图 ， 
有 一 个 0” 四 角 C， 对 应 一 个 自由 度 。 因 此 由 引 理 3.3 HERI, Hr 
有 和 角 不 减 ， 设 在 运动 后 任 2 点 EF 之 间 的 线段 经 过 的 图 中 的 点 G, 


H，I， 则 EF=EG+GH+HI (由 引 理 2) > 运动 前 的 EG+ 运 动 前 的 GH+ 


运动 前 的 HI> 运 动 前 的 EF。 命 癫 得 证 。 

引 理 6. 任意 多 边 形 可 在 有 限 次 满足 任 两 点 距离 不 减 的 运动 后 变 为 凸 
图 形 。 

将 多 边 形 依 引 理 5 添加 线段 约束 。 

一 次 运动 不 再 满足 引 理 3， 当 且 仅 当 某 个 止 项 点 变 为 180 度 ， 此 时 ， 
将 此 180 度 点 如 图 般 变 化 , 使 得 其 它 线段 不 变 的 情况 下 仍然 可 以 继续 
运动 ， 并 保持 所 有 顶点 均 为 好 顶点 ， 且 总 能 保持 原 图 像 A 的 边 不 切 


Wro wB] 


A 


可 区 区 


突变 每 发 生 一 次 , 线段 总 长 将 增加 不 小 于 最 短 边 长 的 量 。 顶 点 数 不 变 ， 
而 有 限 项 点 有 限 面 积 内 的 线段 总 长 有 上 限 ， 因 此 突变 次 数 不 为 无 穷 。 
运动 可 以 一 直 持续 到 疼 形 变 为 凸 图 形 《〈 仪 仅 是 添加 线段 后 的 凸 图 形 ， 
不 是 原 图 形变 为 凸 图 形 ) 

由 于 c fixe 0 REMI, 因此 可 以 以 它 作 为 主动 点 , 将 它 张 开 成 180 FE 
这 过 程 中 任 两 点 距离 不 减 ， 因 此 C 点 会 从 AB 之 间 经 过 ， 因 此 AB 间 
的 距离 运动 后 会 大 于 AC+BC 


奉 在 运动 后 AB 不 再 是 原 多 边 形 凸 包 中 的 线段 ， 则 归纳 法 可 证 命题 成 
SL, 


现 选 取 C 点 为 使 得 AC+BC EKKI AAN, Wl) 


VE>0,3 原 图 的 一 个 角 不 减 运动 使 得 4C+BC-4B<e 
由 于 AB 的 距离 不 能 无 限 大 , 那么 C 到 AB 的 距离 上 界 随 之 减少 直至 
0。 因 此 等 价 于 


Ve > 0,3 原 图 的 一 个 角 不 减 运动 使 得 C 到 AB 的 距离 小 于 & 


设 A，B 点 不 在 图 形 凸 包 上 的 线段 分 别 为 AD，BE,， 那 么 由 于 C 的 选 
取 规 则 ，D, E f| AB 的 距离 均 小 于 C 到 AB WIER, KIES eE 
小 时 ， 由 于 角度 不 减 ， 只 能 增加 ， 因 此 AB 间 所 有 角 的 度数 将 趋 近 于 
180”。 如 图 选取 AB 间 的 任 一 个 凹 点 F， 从 外 侧 作 最 短 折线 段 连接 
AF，BF， 则 这 线段 内 部 继续 依 引 理 4 连接 ， 同 样 满足 所 有 顶点 都 是 
好 顶点 且 只 有 一 个 止 点 FE。AF，BEF 外 侧 折线 上 任 取 2 GAL J) 


设 林 距离 为 k， 当 ZGFH 增加 时 


_ Oh jpxJFxsin ZIFJ 
@/GFH 

Ok __1gxGJxsin ZIGJ > —IF x JF xsin ZIGJ > —IF x JF xsin ZIFJ 
OZIGF 

k __ itt HJ xsin ZIHJ > —IF x JF xsin ZIHJ > —IF x JF xsin ZIFJ 
O/IHF 
dZGFH > dZIGF +dZIHF 


=> dk = (IF x JF xsin ZIFJ)dZGFH - (IG x GJ xsin ZIGJ)d ZIGF 
—UH x HJ xsin ZIHJ)d ZFHJ = UF x JF xsin ZIFJ)(d ZGFH —dZIGF —dZIHF) 
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BN AB 之 间 折 线 任 两 点 距离 不 减 ， 因 此 可 将 顶点 FF 运动 至 180”。 
AB 间 的 所 有 四 点 可 重复 上 述 操 作 。 直 至 AB 间 所 有 凹 点 都 变 为 180 


可 将 原 图 凸 包 上 的 每 一 段 不 为 原 图 边界 的 点 重复 上 述 操作 , 直人 至 所 有 
凹 点 都 变 为 180” 此 即 为 凸 多 边 形 ， 引 理 得 证 。 
此 时 对 多 边 形 运动 的 存在 性 证 毕 。 


下 面 证 明 对 以 下 闭 曲 线 原 命题 成 记 

1 曲线 不 能 相交 ， 但 允许 某 一 点 同属 曲线 不 同 的 部 分 (如 相 切 ) 

2 弧度 + 外 角 和 ( 设 为 a ) <+oo 

由 2 可 得 弧 长 <+% 

设 原 曲 线 为 Q 

取 Q 上 的 四 等 分 Q 弧 长 的 点 pi, ps, Ps ps 

再 取 四 有 段 弧 的 中 点 ps Po Pr ps 

再 取 八 段 弧 的 中 点 .……. 

设 五 ={P PoPaa) 

命题 1: 能 够 选取 一 列 多 边 形 4,4,4…， 满 足 

1，P 是 4 的 顶点 

2， 和 4 的 顶点 同时 也 是 ,的 项 点 

3，4 除 了 以 上 顶点 外 ， 添 加 另外 顶点 ， 使 多 边 形 能 够 满足 文中 定义 
的 多 边 形 条 件 的 1) (2) G) 

证 明 : 顺 次 连接 1,2 所 述 的 点 ， 当 有 点 位 于 直线 另 一 侧 时 添加 新 点 即 
可 使 之 满足 条 件 3. 如 


A 或 Pi:1 A 或 Pi:1 


Ai 或 Pi:1 
新 增 点 

Ai 或 Pi:1 
引 理 7. 上 述 多 边 形 的 外 角 和 w <a 


WE HH HÉ o 


令 4 如 引 理 6 般 运动 ， 且 令 4 =k<0 直 到 w =2z 即 凸 多 边 形 ， 此 时 
由 引 理 7 有 + <2, 即 

D 所 有 人均 会 以 有 限 角 速度 有 限时 间 内 运动 至 凸 多 边 开 

2) 由 于 角速度 有 上 界 ， 速 度 亦 有 上 界 

令 {C:o12rDHy Go) 为 一 列 使 得 Q 随 着 4 运动 的 轨迹 ， 满 足 : 
1，Q _ 上 所 有 的 顶点 运动 轨迹 与 多 边 形 4 运动 轨迹 相同 

2，Q 上 其 余 点 以 4 的 顶点 分 割 成 弧 作 刚体 运动 。 


则 
1 d(C Oat) Ci(Popa oto) =d CO a, ;ty), Ci(Pya ty)) B 
保持 4 任 两 项 点 距离 不 减 


p2 oC, (p,t,) p | OC. (p,t, ) 
2 a| 6p i q ap dP 即 任 两 点 间 弧 长 不 
随时 间 改 变 


3 KBAR, C 一致 有 界 ， 因 此 存在 {G) 的 一 致 收敛 子 列 {c } 
WC, >C， 则 C 显 然 是 连续 的 ， 且 容易 证 明 C 就 是 满足 命题 条 件 的 运 
动 轨 迹 。 
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